A 42. Nemzetkozi Fizikai Didkolimpia
feladatainak megoldasa'

1. feladat. Egy haromtest-probléma és a LISA
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1.1. A két tOmegpont mozgasegyenlete:
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Barmelyik egyenletet rendezve, és felhasznalva, hogy
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m
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1.2. A p témeg infinitezimélisan kicsi, ezért graviticios ereje nem befolyasolja a méasik két test mozgasat
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A p témeg( testet is a ra haté gravitacios erdk eredéje tartja korpalyan (1. dbra):
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A fenti egyenlet két oldalan r{ és 5 egyiitthatoi kiilon-kiilén meg kell egyezzenek, ahonnan adodik:

rm=ro=R+m

vagyis a harom test egy szabdlyos hdromszog csicsain helyezkedik el. A koszinusztétel alapjan

0* = R*+7r* —2R(R+7)cos60° = R* + Rr + %

1Az elméleti feladatok szovegét a mualt havi szamunkban kdzoltiik.



Ezek szerint

1.2.1. p és M tévolsaga: ri = R+,

1.2.2. p és m tavolsaga: 7o = R+,

1.2.3. p és a tOmegkozéppont tavolsaga: 0 = v R? + Rr + r2.

1.3. A feladat az egyensulyi helyzet koriili kis rezgések korfrekvencidjanak meghatirozasa volt. Ehhez a versenyzdk
azt az utmutatast kaptik, hogy tételezzék fel a rezgd test perdiiletének megmaradéasat. Ebbdl kiindulva és még az
energia megmaradasat is felirva hosszas szamoléas utan az w = V7w /2 eredmény kaphat6 (lasd a hivatalos megoldast
a http://www.ipho2011l.org/contents/problems_solutions honlapon).

Sajnos ez a megoldas hibas! A korlatozott haromtest-problémaban (amikor az egyik test tomege elhanyagolhatéan
kicsi a masik kettéé mellett) sem a kis test perdiilete, sem a mechanikai energiaja nem megmaradé mennyiség! Tény-
legesen még a vizsgalt pont stabilitdsa sem valosul meg, ha m/M > 0,04; marpedig a feladatban a m = M specialis
esetet kellett volna vizsgéalni. Ekkor a kérdéses pont (a szabalyos haromszog egyik csucspontja) koriil egyaltalan nem
alakulhatnak ki harmonikus rezgések!

1.4. Az trhajok egymas koriil is w szOgsebességgel keringenek, igy a relativ sebességiik
27
Urel. — Lw = ?L/
ahol L a ,karok" hossza, T pedig a Fold keringési ideje. Behelyettesitve

el = 996 2
S

2. feladat. Elektromosan toltott szappanbuborék

2.1. A szappanbuborék belsejében a P; nyomas? a feliileti fesziiltség miatt nagyobb, mint a kiilsé (atmoszférikus)
nyomas:

4
P, =P, 4+ L
Ry
(Ezt az Osszefliggeést pl. a képzeletben félbevagott buborék egyik felére felirt erSegyenstly feltételebdl szarmaztathat-

juk.)
Az egyesitett gaztorvény a levegd intenziv éllapotjelzdire igy irhato fel:

P
Q—T = allandoé.

Ennek alapjan a kérdéses arany:

dLi b
Pi :—:H-M.
paTa Pa ROPa
2.2. A megadott szamértékek felhasznalaséval:
piT; 4y
—-1= = 0,0001.
parTa ROPa,

(Az eredmény azt mutatja, hogy a feliileti feszliltség hatasara a nyomas igen csekély mértékben novekszik.)

2.3. A buborék lebegésének a feltétele az, hogy a buborékra hato felhajtoers egyenld nagysiga a buborék silyaval,
ami a szappanhartya és a benne 1év§ levegs silyanak az Gsszege:
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3
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Rggag = (47nggst + SRggi) g= 47nggstg + ?RS T <1 + ROPa> g.

Megfelel6 atrendezés és a szamszeri adatok behelyettesitése utan a buborék lebegéséhez sziikséges bels6 hémérséklet:

R ala
T— 00T 14+ 4y
ROQa - 3Qst ROPa

>:3WJK.

A lebegéshez a buborékban 1évs levegének valamivel tobb, mint 7 °C-kal melegebbnek kell lennie a kiils6§ levegs
hémérsékleténél.

2.4. Mikozben a buborék belsejében a hémérséklet a kiilsé levegs hémérsékletére csokken, a buborék sugara 0,8%-
kal lecsokken, és a szappanhartya vastagsaga is megné. Ezeket a valtozasokat azonban a feladat szdvegében szerepld
tanacs szerint elhanyagoljuk. Nyugvo levegében ilyenkor a buborék a talaj felé siillyed. Az u sebességgel felfelé dramlo

2Megtartottuk az olimpian alkalmazott, a hazai gyakorlattol néhol kicsit eltérd jeloléseket.



levegd akkor akadalyozza meg a buborék leesését, ha a Stokes-féle kozegellenallasi erd megegyezik vagy meghaladja a
buborék stilyanak és a felhajtéerének a kiilonbségét:

Ar . Am Am . 4 A .
6mnRou > (4nR20st + —R30; ) g — — R30ag = (4nR20st + —R304 |14+ —| ) g — = R3pag.
3 3 3 RoP, 3

Atrendezés utan a felfelé aramlo levegs sebességére a kovetkezd relaciot kapjuk:
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ws Roostyg n 8Rpo g
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2.5. A szamszert adatok behelyettesitése utan v > 0,36 m/s eredmény adodik.

Megjegyezziik, hogy a parameéteres kifejezés masodik tagja az els§ tagnal harom nagysagrenddel kisebb, vagyis elhanyagol-
haté. Ez is indokolja, hogy a tovdbbiakban a felileti fesziltséghdl addédé tagokat elhanyagoljuk.

2.6. Elektromosan t6ltott szappanbuborékok esetén a feliileti fesziiltség hatasahoz képest forditott nyoméskiilonbség
alakul ki a buborék belseje és a kiilsg levegs kizdtt, mivel a buborék feliiletén 1é6vs toltések taszitjik egymast. Ezt a
nyoméskiilonbséget jeloljiik igy: AP, Ezzel a jeloléssel P, = P; + AP,); feladatunk az egyenlGség jobb oldalan lévs két
tag meghatarozasa.

Elektromos toltések nélkiil (a feliileti fesziiltség hatdsdnak elhanyagolasaval) a buborékban a nyomés P,, és a
buborék térfogata a kezdeti sugar kobével, vagyis Rg’—bel aranyos. Feltoltott buborék esetén a nyomés P;, a térfogat
pedig a megnovekedett sugar kobével, vagyis Ri-bel aranyos. Mivel a buborékban 1év6 levegd hémeérséklete nem

véltozik, igy alkalmazhatjuk ra a Boyle-Mariotte-torvényt, vagyis a nyomas és a térfogat forditott aranyossagat: .
0
P, =—P,.
Ry

A toltések kovetkeztében felléps A P, nyomésjarulékot a buborék falanél fellépd atlagos elektromos térerdsség Fygiag
és az egységnyi feliiletre juto toltés (toltésstrtiség) szorzataként szamithatjuk ki.*> Az Ry sugart buborék belsejében a
térerdsség nulla, kozvetleniil a buborék feliiletén kiviil pedig kq/ R%, igy

1 [ kq 1 q
Eatlag = = (=5 +0) = -
atlag = (R% * ) 8meo R2

Masrészt a toltéssiriség q/ (4mR7) , igy az elektromos eredetd nyomaskiilénbség:

1 q>

APy=-—— 39
' 3212, RE

Ugyanez a mennyiség a kiilsé és a bels6é gaznyoméas kiilonbségeként is felirhaté, tehat

1 q> R
i =Pa—Pi=Pu(1-75),
3271’25() Rzll ( R?

ahonnan a keresett kifejezés pl. igy adhaté meg:
BN (R @
Ro Ro)  32m2e0P,Ry

2.7. Feltételezve, hogy a buborék a buborék sugardanak AR = Ry — Ry megvaltozasa (az eredeti sugarhoz viszo-

nyitva) kicsi, a fenti formulédban az
R \* AR\* AR
— | =({14+4— ) =1+4—
(R0> ( "R ) R

kozelités alkalmazhato, s innen a sugar (kicsiny) novekedésére ez adodik:

q2
AR~ —————.
967T2€()PQR3

3Kzt legegyszertibben tigy mutathatjuk meg, ha feltételezziik, hogy a vékony (de véges vastagsagu) toltésrétegben a toltések eloszlasa
homogén. A Gauss-tétel alkalmazasaval lathatjuk, hogy ekkor a bels6 nulla tér linearisan névekedve éri el a kiilsg feliileten felvett értékeét,
tehét a toltésrétegben atlagosan a kiils6 érték fele 1ép fel. Megmutathato azonban az is, hogy a vékony toltésrétegben tetszéleges toltéseloszlas
esetén is a kiils6 térer6sség fele adja az atlagértéket.



2.8. A lebegés feltétele most is a felhajtoerd és a sily egyenstilya:

47 47
?ngag = (471'Rggst + 3R89i> g.

Ha a feliileti fesziiltség hatasat elhanyagoljuk, akkor a toltetlen buborék belsejében a kezdeti stirtiség megegyezik a
kiils6 levegt strtsegével (0 = g4), hiszen a hémérséklet is és a nyomas is (jo kozelitéssel) ugyanakkora kiviil és beliil.
A feltoltott buborék Ry sugarét fejezziik ki AR segitségével:

4T . AR\® T .
?RS <]. + RO) 0ad = <4’/TRgQSt + 3RSQ1) g.

Kozelités és egyszertsités utén ezt kapjuk:
A, 9
3 R; (BAR) 09 = 4w Rj0stg.

Helyettesitsiik be AR helyére az el6z6 alkérdés eredményét, és fejezziik ki a toltést:

| 967220 Py R3 05t
q= 00 allgOst ~ 256 nC.
Q(l

3. feladat. Ion szérodasa semleges atomon (100 éves a Rutherford-atommodell)

3.1. A Coulomb-torvény alapjan az elektromos térerdsség a dipolus tengelyén, attol r tavolsagra:

q q q ay~? ay~?
S I (RO
P dmeo(r — a)?  Aweg(r+a)?  dmwepr? < r * r
Mivel a/r < 1, alkalmazhatjuk a kis z-ekre érvényes (1 + x)" ~ 1 4+ nz kozelitést:

q a a 2qa P
Ep = ((1 2f)f<1f2f)> - - .
P 4megr? + r r 2megrd  2megrs

Vektorokkal kifejezésre juttathatjuk a dipolus altal keltett térerGsség nagysagat és iranyat is (a dipol tengelye mentén):

Epe P

2megrs”

3.2. (Az eredeti dbra jeloléseivel) az ion altal a semleges atom helyén létrehozott térerssség a Coulomb-térvény
szerint
7. Q7
o 4reg 13’

igy a neutralis atom

?:aﬁ'o = o i

4dmeg 3

nagysagu és irdnyu elektromos dipélmomentumra tesz szert. A 3.1. alkérdés végeredményét felhasznélva ez a dip6lmo-
mentum az ion helyén
E 1 a@ 7 B a@ 7
P oneord dmegr3 ) 8m2edrS v
térerGsséget hoz létre, igy az ionra haté erd:
FoqE, -2 T
B P T 8n2e25
A kifejezésbdl leolvashatd, hogy az eré @ elGjelétdl fiiggetleniil mindig a semleges atom felé mutat, vagyis vonzo jellegi.

3.3. Az egymastol r tavolsagra levo ion és atom kolcsonhatési energidja egy elGjeltdl eltekintve azzal a munkaval
egyezik meg, amennyit a két részecske ,végtelen messzire” torténd eltavolitasa sordn végziink:

0=~ [17 =28 [ T = 20 L] =
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3.4. A centralis erStér miatt a mozgd ion perdiilete az atom helyére vonatkoztatva megmarad. Amikor az ion
legkozelebb keriil az atomhoz, a sebességének nagysaga maximalis, irAnya pedig meréleges a helyvektorara, igy

mugb = MUmax"min -
A mechanikai energiamegmaradés szerint

o1, aQ?
00 = 5 Mlmax T g9 2.2,

min

N |

E két egyenletbdl a minimélis tavolsagra a

T'min 4 Tmin 2 o 2
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b b 16m2egmugb
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egyenletre jutunk, amely r7;,-ben masodfoki. Az egyenlet megoldasai:
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Ha @ = 0, akkor az ion egyenes palyan, b tavolsdgra halad el a semleges atom mellett, igy a két gyok koziil a nagyobbat
kell megtartanunk. Az ion és az atom kozotti legkisebb tavolsag tehat

2
@
Tmin = —=4 11+ 1—%~

V2 Am2esmugh
3.5. Ha a b impakt paraméter elég nagy, az el6z6 kérdésben kiszadmitott rp;, tavolsédgra kozeliti meg az ion az
atomot. A b paraméter csokkentésével azonban az ry;,-re kapott kifejezésben a négyzetgyokjel alatt negativ érték
adodik, azaz nincs minimadlis tavolsag az ion és az atom kozott: az ion spiralis palyan a semleges atomba csapddik. Ez

akkor kovetkezik be, ha
1
2 1
!
b<by= (2 Cg 2) s
dmegmug
igy az ion befogasanak hataskeresztmetszete

1
o? \' ol fa
A=nbt = = —.
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Megjegyzés. A 3.4. és 3.5. alkérdésekben targyaltak grafikusan is szemléltethet6k az tn. effektiv potencidl segitségével. Ha
az energiamegmaradast kifejezd

%m (v} + %) +U(r)=E (: 7m>

egyenletbdl a szogsebességet kikiiszoboljiik a perdiiletmegmaradas

mriw=J (= mbuvo)

torvényének felhasznalasaval, akkor a sugér iranyu (radialis) mozgasra kapunk egy egyenletet:
1, J?
5MUr + (U(T) + W) =F

A zarojelben 4llo kifejezést effektiv potencidlnak szoktak nevezni. Ueq(r) a két részecske valodi (vonzo jellegii) kolcsonhatasi
energiaja mellett tartalmaz egy — a perdiilet nagysagatol is fiiggs — taszito (,centrifugalis”) potencidlis energiat is.

Az ion-atom tavolsag id6beli valtozasa éppen gy zajlik le, mint egy tomegpont egydimenzios mozgasa U.g(r) potenciéllal
megadott erdtérben. (Kicsit erdltetett hasonlattal: ahogy egy golflabda gurul az Ues(r) fiiggvénnyel megadott domborzati
viszonyok kozott.)

Ucf‘f (T)
— - E
+2
T2
™ T
r T'min
C1
r4
2. dbra



Jelen esetben az effektiv potencial —1% + % alakd, ahol c¢;1 és c2 a feladatban szereplé paraméterekkel kifejezhets pozitiv
a kordbban kiszadmitott 7 = rmin értéknél és egy ennél kisebb r = r*-nal is fennall. Az ion (ha csak a radialis mozgasat nézziik)
nyilvan r = rmin tavolsagnal  fordul vissza ”, a potencidlhegy r* < r < Pmin tartoméanyaba egyaltalan el sem jut. (Erdekes7 hogy
a kvantumelméletben nem ez a helyzet: a hullamként viselkedd ion ,at tud bajni” a potencidlhegy alatt, és még akkor is eljut
az atomig, amikor ezt a klassikus fizika szerint nem tehetné meg. Ez a furcsa jelenség az tn. alagiteffektus.)

Az r = r*-os fordulépontnak is van fizikai jelentése: ha az ion nem végtelen messzir6l, hanem az atom kozeléb6l, az atomtol
tavolodva indulna, akkor nem tudna tetszéleges messze eljutni, hanem r = 7*-nél a radidlis mozgas visszafordulna (tehat ez az
érték lenne az atom és az ion kozotti maximalis tavolsag. ) Ha a b paraméter (és az ezzel ardnyos perdiilet) nem elég nagy, akkor
az effektiv potencidl maximumanak értéke az F energia ald keriil. Ilyenkor a résecske — mar a klasszikus fizika torvényei szerint
is — beleesik az atomba.

(G. P.)
1. kisérleti feladat. Elektromos fekete doboz: kapacitiv elmozdulasérzékels.

A mérési feladatban szerepls elektromos fekete doboz egy sikkondenzator, melynek két, egymas felett elcsisztathatod
fémlemeze azonos alaku fogakbél all, melyeket egy vékony szigetelGréteg valaszt el egymastol.
A kondenzator kapacitasat a versenyzék egy Kipp-oszcillator segitségével mérhették. A Kipp- oszcillator egy olyan

aramkor, melynek frekvenciajat az
@

C+Cs

Osszefiiggés hatarozza meg, ahol C' az oszcillatorra kotott kondenzator kapacitasa, o és Cs pedig az eszkézre jellemzd
allanddk. Az oszcillator frekvenciajat digitdlis multiméterrel lehetett mérni.

A feladat elss részében az oszcillator kalibralasa, azaz « és Cg értékének meghatarozasa volt. Ehhez 4 kiillénb6zd,
ismert kapacitasi kondenzator allt a versenyzdk rendelkezésére. Azt is észre kellett venni, hogy a kondenzétorok
kiilonb6zd kapcsolasaival tijabb kapacitasok is elallithatok, és igy nem csak 4 kalibracios pontot lehet felvenni. Ha
a frekvencia reciprokat a kapacitas fliggvényében abrazoljuk, és a pontokra egyenest illesztiink, akkor az egyenes
meredeksége 1/a , tengelymetszete Cs/a, igy ezek az allandék meghatérozhatok.

A feladat mésodik részében a sikkondenzator geometriai alakjat kellett meghatarozni. A kalibralt Kipp-oszcillator
segitségével meg kellett mérni a kondenzator C' kapacitasat a mozgathatd kondenzatorlemez x elmozdulésanak fiigg-
vényében. Az eredmények alapjan elGszor el kellett donteni, hogy a lemezek fogazasa milyen. Ehhez megadtak harom
lehetséges fogalakot (3. abra), mindegyikhez meg kellett hatarozni elméleti megfontolasok alapjan, hogy milyen jellegii
C(z) fuggveényt varunk, majd a mérési adatok alapjan ki kellett valasztani, hogy a feketedobozban milyen fogazas van.
Ezek utan a kimért C(z) fliggvény alapjan meg kellett hatarozni a fogak geometriai méreteit.

f=

8. dbra

Mivel a Kipp-oszcillator frekvencidja a mozgathaté kondenzatorlemez helyzetétdl fligg, az eszkozt digitalis tolémé-
r6ként lehet hasznélni. A harmadik részben ennek a digitélis tolomérének a felbontasat kellett kiszamitani, azaz azt a
legkisebb elmozdulast, amit az eszkézzel még mérni lehet.



2. kisérleti feladat. Mechanikai fekete doboz: csGben rogzitett golyo.

tengely

TTK

M

4. dbra

A mechanikai fekete doboz egy zart aluminiumcs6bdl és egy, a csé belsejében ismeretlen helyen rogzitett golyobol
allt. A 30 cm hosszti csdvon centiméterenként lyukak (Gsszesen 16 db) voltak furva, melyek segitségével a csovet
vizszintes tengely koriili lengésbe lehetett hozni. A versenyzSknek roncsolasmentes mérésekkel kellett a rendszer olyan
tulajdonsagait megallapitani, mint (i) a tomegkdzéppont helye, (ii) a cs6 és a golyd tomegének ardnya és (iii) a golyd
csovon beliili helyzete. Ezen kiviil meghatarozandé volt (iv) a nehézségi gyorsulas értéke is.

Konkrét mérési utasitasokat ezattal nem kaptak a versenyzok, csak a felhasznalhato eszk6zok jelenthettek tampon-
tot a mérési modszerek kitaldlasadban: asztalra rogzithets tengely a rad lengetéséhez, vonalzd, stopper, ragasztoszalag
a tengely asztalra rogzitéséhez, illetve egy méternyi fonal.

(i) A témegkozéppont xrx = (mz+ ML/2)/(m+ M) helyét a didkok a legkiilonb6zébb modokon hataroztak meg:
tobben az asztal szélén egyensilyoztak ki a csévet, masok egy vagy két szél fonallal fliggesztetve fel a rendszert azt
hasznaltak ki, hogy a tomegkézéppont mindig a felfliggesztési pont alatt helyezkedik el.

(ii-iv) Nehezebb feladat volt a rad és a cs6 tomegaranyanak, a golyd helyzetének és a g nehézségi gyorsulasnak a
meghatarozasa. A kis lengéseket végzs cs6 fizikai ingdnak tekinthetd, melynek lengésideje (a 3.dbra jeltléseit hasznalva)

©o

T=2r )0
"\ (M + m)gR’

ahol a Steiner-tétel értelmében O = O + (M + m)RQ. A rendszer témegkézéppontra vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomatéka pedig (a golyora a pontszerii kozelitést alkalmazva):

L\’ 1
@TK :WL(Z—I'TK)2+]\/.{ <ZL'TK — 2> +EML2

A periodusidd tehét a

(M +m)gR (m+M)gR g
moédon fiigg a felfiiggesztési pont tomegkozépponttol mért tavolsdgatol. Ez a kifejezés kis atalakitassal a

4720k
(m+ M)g

M 2
T(R) = 27r\/®TK M mE 27r\/®TK LB

4 2
TR = %R%

alakra hozhato. A periodusidét tehat az R tavolsag fiiggvényében megmeérve, majd T2 R-et R? fiiggvényében abréazolva a
mért pontok egy egyenesre illeszkednek, melynek meredekségébdl a gravitacios gyorsulést, g-bél és a tengelymetszetbdl
pedig a Ok /(m+M) aranyt lehet meghatarozni. A témegkodzéppontra vonatkozo egyenlet felhasznalasaval a kérdezett
m/M tomegarany és a golyd z helyzete innen méar kiszdmolhato.

Masik lehetséges eljaras kinalkozik a rendszer paramétereinek meghatarozisara, ha észrevessziik, hogy a kis len-
gések T periodusideje a felfliggesztési pont R helyzetének fliggvényében egy minimummal rendelkezik. A T'(R) gérbe
minimumbhelyébdl és a minimalis lengésidébsl ugyancsak kiszamolhatoak a kérdéses mennyiségek, de a lapos minimum
miatt ez az eljaras pontatlanabb, mint az els6ként ismertetett modszer, ezért ezt az alternativ megoldést a rendezék
csak fele pontszammal ,,jutalmaztak”.

Honyek Gyula, Vanké Péter, Vigh Maté



